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23. Fehlerrechnung

Die Fehlerrechnung wird heutzutage nicht nur durch die allgemeine Mathematik bestimmt,
sondern zu Teil durch verschiedene Vorschriften und Richtlinien wie DIN 1319, VDE/VDI
2620 und 2622, DKD-3, GUM, EA-4/02 und ISO 9000 festgelegt. Hauptbestandteil der
Fehlerrechnung ist die Ermittung von Messunsicherheiten. Es gibt viele Biicher und auch
Kurse zur Fehlerrechnung in denen das Thema meist sehr ausfiihrlich aber zum Teil praxis-
fremd beschrieben wird. Ich gehe daher hier nur in einer Art Formelsammlung mit prakti-
schen Beispielen aus dem elektrischen Bereich auf das Thema ein.

23.1 Ermittlung von Messunsicherheiten

Jeder Messwert ist mit einem Fehler behaftet. Dieser Fehler entspricht einer Abweichung vom
richtigen Wert. In den meisten Féllen ist diese Abweichung leider nicht bekannt und kann
somit nicht korrigiert werden. Moglich und nétig ist aber eine Abschédtzung oder Berechnung
des Fehlers in Form einer Unsicherheitsbetrachtung. Nur wenn ein Messwert mit einer
Messunsicherheit angegeben wird, hat er {iberhaupt einen Wert mit einer Aussagekratft.

Die Messunsicherheit eines Messwertes setzt sich immer aus mehreren Unsicherheitsanteilen
zusammen, die je berechnet oder abgeschitzt und beziiglich ihrer Verteilung klassifiziert
werden miissen (Kapitel 23.5). Ublicherweise wird die gauBformige Normalverteilung bei
einer allgemeinen Messunsicherheitsangabe in Herstellerspezifikationen von Messgerédten und
in Kalibrierscheinen angegeben. Die Wahrscheinlichkeit, dass ich bei hdufigem Ablesen
immer genau den selben Wert erreiche ist gleich Null. Es gibt eine Streuung ¢ der Einzeler-
gebnisse nach +/-. Die aus einer Messreihe mit vielleicht 200 Messungen ermittelten Werte
ergibt im Idealfall eine standardisierte gauBférmige Normalverteilung. Mit: Erwartungswert
4 =0und o =1 und Gesamtfliche=1 (normiert); ¢o = Verteilungsdichtefunktion.
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03 Das heiflt, das vom berechneten Mittelwert
90(x) % Ergebnisse gleichverteilt kleiner und groBer
*"02 ¢ sind, wobei die meisten Einzelwerte (Anzahl)

V \ im Bereich des Mittelwerts liegen und grof3e

N Abweichungen nur selten vorkommen. Es gilt:
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\' Vertrauensbereich ~ Wahrscheinlichkeit d. Richtigkeit
lo 68,3 %
2 3 20 95,5 %
30 99,7 %
In der Messtechnik wird mit 2¢ gerechnet. Die in zum Beispiel einem DAKKS-Kalibrier-
schein angegebene Unsicherheit gilt dann fiir eine Uberdeckungswahrscheinlichkeit von
95,5% (Irrtumswahrscheinlichkeit 4,5%) bei Normalverteilung. Aus der erweiterten MefBun-
sicherheit Uk, 14Bt sich die Standardmessunsicherheit ux, bestimmen wobei mit dem Erweite-
rungsfaktor k=2 zu rechnen ist.

Ugat =k % g (23.2) mitk=2 [o]

N

Uk = 22 (23.3)
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Fiir die empirische Standardabweichung S(X;) des Mittelwerts, die aus n; Messungen fiir einen
arithmetischen Mittelwert X ermittelt wurde, gelten die folgenden Gleichungen. si(x;) ist
dabei die empirische Standardabweichung aus den j Einzelmessungen fiir i verschiedene
Werte und dem arithmetischen Mittelwert.

ui(x;) =s:i(x;) = ﬁ *5i(x;)  (23.4)

Der Term ﬁ der Verteilung von Student (t-Verteilung) beriicksichtigt, das wir nur eine

endliche Anzahl von Messungen haben und erhoht, je kleiner n wird, die Messunsicherheit.

Es gilt: k=2=t (Studentfaktor) bei n=60 [95%] und t=2,57 bei n=6 => Zg =1,05 ; das heifit,

dass in der Praxis schon mit sechs Messungen genaue Berechnungen moglich sind. Wenn
allerdings tiberpriift werden muf3, ob bei Proben iiberhaupt eine Normalverteilung vorliegt,
miissen mehr als 200 Messpunkte ermittelt werden.

si(x;) = \/n?_l * _"zil(x,-,,- -X:)>  (23.5)
i Jj=
Die Standardabweichung aus Gleichung 23.5 entspricht ¢ bei 68.3% und der Unsicherheit bei
n >60 Messungen aus Gleichung 23.4 mit t=1,008.
%= Sy (23.6)
J=

Fiir die StandardmefBunsicherheit mit Fehlergrenzen + a (z.B.: Temperatur, Auflésung Digital-
meBgerit) gilt die gebrduchliche Rechteckverteilung ur , fiir beispielsweise Fehlanpassungen
die U-Verteilung uy sieche Abb. (Funktion eines Phasenwinkels) und die Dreieckverteilung up
(zwei mal Faltung der Reckteckverteilung).

Upi = f (23.7) [Rechteck]

[ I uv =~ (23.8) [U]

ey Y I

up; = J‘% (23.9) [Dreieck]

Foite G- xoe (031()

Die Gleichung fiir die erweiterte MefBunsicher-
heit U die absolut oder relativ sein kann mit
dem Erweiterungsfaktor k ergibt sich aus der
Summe aller unkorrelierten (nicht voneinander
abhingigen) Standardmessunsicherheiten. In Gleichung 23.12 wird eine oft gebriuchliche
Form mit einer Unsicherheit eines Normals einer Summe von Rechteckverteilungen und
Summen aus Normalverteilungen dargestellt. n,=Anzahl der StandardmeBunsicherheiten
(rechteckverteilt); ns=Anzahl der Standardmefunsicherheiten aus Mittelwertmessungen.
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U=kx JSu?® (23.11)

2 Ny n
U=2+« / Vi +5 Y a? +[§1 wi®)? (23.12)
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Fiir eine positive Korrelation von r = 1 werden

die Unsicherheitsterme linear addiert: psx ]
U=kx2Xu (23.13) 1‘
Die erweiterte Messunsicherheit U setzt sich aus 1
mehren Unsicherheitsanteilen zusammen und ist ~ R T —

daher in Summe normalverteilt. Das ergibt sich
aus dem mathematischen Summen-Faltungsinte-
gral der Einzelverteilungen. Selbst bei dem
ungiinstigsten Beispiel einer nur zweifachen
Uberlagerung (Anwendung) einer Rechteckver- -1 0 1
teilung wobei alle Flachen auf 1 normiert sind,
hat die Summenverteilung schon Ieichtes
Gaullférmiges Aussehen. Im Regelfall ist abe
schon durch eine Mehrfachmessung (Mittelw

eine Gaulverteilung in der Summe enthalten T 5 Ts =

23.2 Die Differentiation (Ableitung)

Bei der Fehlerrechnung sind wegen funktioneller Abhangigkeiten matisehe\bleitungen
notig. So sind bei einer Strom- Spannungs-Messung von Widerstanden di&rmsicher-
heitsterme wegen R=U/l zu bestimmen. Mit der Ableitung eingrkéon in einem Punkt
bestimmt man die Steigung der Funktion an dieser Stelle. Es gadit wla differenzielle
Anderungen, wie auch bei der Fehlerrechnung (Deltas). Als Beispial die Geschwindig-
keit.

Die Geschwindigkeiv(t) ist das Verhaltnis von der Wegstréske  zur bendétigtekt Zei
Als Differenz:

AX _ Xo=X1 _ X(t2)=x(t1)

V= At T to-t7 — to—tq (2314)
Als Differentialquotient:
_dx _: JNERT X(t1+A)-x(t1) _ X
V(t) = & —ktq(‘) At —kt% o =X (t) =x(t) (23.15)

Beispiel: X(t) =kt mit k=konstante Geradensteigung

XA VA
X2z

dx

x1 dt
t1
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_ kxto—kxty _ kx(to—tq)
- ottty Tty

=k (23.16)

ax _

o = k=Vv() (23.17) (konstante Geschwindigkeit)

23.3 Fehlerfortpflanzung

Wenn man die Messunsicherheit der Lange kennt, aber die vom Volumem wingghte
dann kommt die Fehlerfortpflanzung zum Tragen.

Fur das Volumen einer Kugel mit dem Radius x gilt:
V(x) =5« xx3 (23.18)

Fur die Volumenabweichung gilt, wenn der Radius sich um ein Delta verandert:

4 4
AV=Zxmx(x+Ax)3 - xmxx3=

27x3 + 4nx?Ax + 4nxAx? + Ax3 — 5x3  (23.19)

Der erste und letzte Term kirzen sich weg. Mit der Ableitungtategen Differenzials von
V(x) nach x folgt mitAx :

: o
lim &= gi*’ =% %« x 3x2 =4nx? = AV, = 4nx?Ax (23.20)

Durch Vergleich der Gleichungen ergibt sich:

AV = AV + 4nxAx? + Ax3 (23.21)

Die hinteren beiden Terme sind Fehlerterme, um die die normal neetee Ableitung
“falscher" aber einfacher zu losen ist, AX+—- 0 . Ein Rechenbeispiel \ftnlomen
verdeutlicht dies. Es gilt: x=(12+1)m [8%]. Mit der genaueren Deltamethode folgt

V = (7238,2+1964,5 bzw. -1662,9In+27% bzw. -22%)]
Mit der Ableitungsrechnung:
V = (7238,2+1809,5)h [+25%)]
Die Differenz auf Grund der Fehlerterme betragt 15das sind etwa 8% vom Volumenfehler
und daher ublich zu vernachlassigen; besonders da in der Praxis dibedmsien sehr
gering sind. Spater werden weitere Beispiele fur das totale Differdalgah. Siehe auch:

Mit Ableitung : Y =X2 = 2% = 2X < 2X % AX
Diskret: 2—; = X2 — (X +AX)? = X2 = X2 = 2XAX — AX? = =2X % AX — AX?
Es entsteht zwischen beiden Methoden eine DifferenzAXh
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23.4 Begriffe zur Fehlerrechnung

Messenist ein experimenteller Vorgang mit physikalischen Gré3en.
Prufen ist der Vergleich von gemessenen Werten mit vorgegeben Daten.
Justierenist das Einstellen eines Priflings auf seine richtigen Werte.
Kalibrieren ist das Feststellen eines Wertes ohne prifen und justieren.
Eichenist amtliches Prifen nach Vorschriften.

Ruckfuhrbarkeit (Traceability)
Das minimale MefRunsicherheitsverhaltnis zwischen Prifling und Nosaiiie bei den
Messungen mdoglichst eingehalten werden. Da die Mef3unsicherheit modézfigerate
immer geringer werden, sind die folgenden Forderungen gelegentlichemhaltbar. Dies
erfordert dann aufwendigere Mef3unsicherheitsberechnungen.
Es gilt:
Fur mechanische Anwendungen: 10:1
Fur elektrischen Anwendungen (HF):
zwischen 4:1 und 1:1
Fur elektrischen Anwendungen (NF):
4:1 (MIL-STD 45662A)

Auflésung - MelRRunsicherheit

Die Auflésung (rechteckverteilt) gibt den kleinsten darstellbaremt\&nes Mel3instumentes
an. Die MeRunsicherheit gibt den Fehler an, mit dem ein MeRinstrusiegt MelRwert
anzeigt. Sie ist in der Regel schlechter als die Auflésung.

Relative Mel3unsicherheitsangaben
Relative MelRunsicherheitsangaben sind dimensionslos und werden teitz@émtFoder ppm
(parts-per-million) angegeben.

1¥102 1% 10 000ppm
1¥10° 0,1% 1 000ppm
1*10* 0,01% 100ppm
1*10° 0,001% 10ppm
1*10° 0,0001% 1ppm

Die Angaben der Einheiten und Messunsicherheiten im Kalibrierschein sifmlgender
Form erlaubt:

In der Uberschrift (z.B.): Leistung in W
Leistung
oder —w

... Formelzeichen
oder Mt = Goheir

Formelzeichen und Einheiten sind genormt!

Direkt beim Mel3wert (z.B.): 100 (1 + 1%) Ohm
oder 100 (1 + 1*16) Ohm
oder (100 £ 1) Ohm

oder 100 Ohm += 1 Ohm oder 1QG 1O
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Das bedeutet das der Mel3wert zwischen 99 Ohm und 101 Ohm liegen kann.
23.5 Mel3unsicherheitsanteile

Um die GesamtmefRRunsicherheit fir eine Messung zu ermitteln, mu@ien&ehlereinflisse,
die bei der Messung auftreten, kennen oder bestimmen. Erst dann kann ivardeliglei-
chung fur die Mel3unsicherheitsberechung aufstellen.

23.5.1 Mel3gerate

Hierzu gehdren Normal und Prifling. Beim Normal ist die eigenBuvisicherheit, die auch
der Spezifikation des Gerates entsprechen kann, aber auch die Rakaldgsiristen zu
beachten. Bei beiden ist die Standardabweichung durch Mittelung, die ungldz.B.
Anzeige [Digit]) und Rauscheinfliisse von Bedeutung.

23.5.2 Umgebungsbedingungen

Zu den Umgebungsbedingungen gehodren Temperatur, Luftdruck, Luftfeuchte aber auc
Netzstérungen/EMV. Der Haupteinfluss auf Normale ist in der iPrdie Temperatur.
Gelegentlich lassen sich die Wirkungen der Einflisse (z.B. Temperatiirleogj bestimmen
um so die MeRwerte zu korrigieren.

23.5.3 MelRaufbau

Dem Melaufbau wird zu Unrecht oft zu wenig Beachtung geschenkt. kbctigierbare
Fehlereinflisse missen sich in Messunsicherheitstermen widerspiegeln.

So ist Schutzschirmtechnik (Guard-Technik) geeignet den Einflu} vooh@&lkispannungen
herabzusetzen.

Ein- und Ausgangsimpedanzesmd h&ufig Quellen von unbekannten Abweichungen. Das
konnen belastete Teiler, Reflexionsfaktoren bei HF-Messungen (&ekersEinflul3) und
frequenzabhangige Impedanzen sein.

Leitungs- und Kontaktwiderstinderken sich grundsatzlich auf Messungen aus. Allerdings
ist der Einflul3 unterschiedlich grof3. So missen aus diesem Grund \&hdersinter LMOhm

bei Prazisionsmessungen immer vierpolig angeschlossen werden.réfam®ssungen sind
dicke Kabel zu verwenden. Bei HF-Messungen sind den Steckern und Buchseh| sow
mechanisch wie elektrisch eine groRer Beachtung zu schenken. DalAmigfuDg bei
HF-Kabel mit zunehmender Frequenz und Lange stark ansteigt sollte bekannt sein.
Isolationswiderstandeavirken sich negativ bei der Messung hoher Widerstande und kleiner
Stromstarken aus. Sie liegen parallel zu dem zu kalibrierendenrdféideé oder speisen
Leckstome ein. Speziell isolierte Kabel sowie Schutzschirmadenn die stérenden
Einflisse. So ist bei Messungen tber 10 kOhm unbedingt eine Berlhrung Btaedard-
messkabel zu verhindern.

Auch die_Leitungsfuhrungmoglichst kurze Mel3kabel, keine Schleifen, nicht tber Netzleitun-
gen fuhren), die Schirmung (abgeschirmte Leitungen fur storempfindlichde&Siggmmavenden)
und die Erdung (nur an einer Stelle erden, stern- oder baumformig, urchlgidsn zu
vermeiden) sind MalRBhahmen zur Verringerung der auf3eren StoreinflissedSauch die




Fehlerrechnung 23-7

Nullkapaziaten bei LCR-Melbriicken stark von den Anschlussleitungen und deren &agever
derung abhangig.

Thermospannungeentstehen bei Temperaturgradienten oder bei Paarungen unterschiedliche
Materialien (z.B Kabelstecker-Anschlussbuchsen) auf. Sie kdnnen untstaiden durch

eine "Nullmessung" ermittelt und korrigiert werden. Fast ganz vermeidgsenaie sich durch
reine Kupferverbindungen.

23.5.4 Beobachter

Dem Beobachter (Kalibrierer) konnen Ablesefehler oder Ubertrageinigsfpassieren. Hier
sind die digitalen MelRgerate weniger betroffen als die Analogech Aler Rechner, der
Melwerte ausliest und bearbeitet, ist ein Beobachter. Jedoch sadséehler in rechnerge-
steuerten Mel3platzen durch vorheriges aufwendiges Testen leichteziden. Dabei sollte
jedoch auf die gute Bedienbarkeit Wert gelegt werden, damit stbh edoch unnétige Fehler
einschleichen. Der Bediener des Programms sollte trotzdem gibritsse auf Plausibilitat
Uberprufen, als zusétzliche Kontrolle.
Auch die Person selbst bt unbewul3t gelegentlich Einfluss auf diesigebaisse aus. So
erzeugt das Anfassen von Kontakten und Thermistoren Thermospannungen, dieunicht
unterschatzen sind. Auch elektrische Ladungséanderungen durch Bewegung bei gatohm
Messungen lassen beliebige Ergebnisse zu. Auch die Temperaturgijrdes Menschen ist
gelegentlich zu beachten.

und nun ?
Wenn man sich uber die relevanten Fehlereinflisse klar ist, mussienan Hand von Unter-
lagen oder der Erfahrung als Zahlenwert bestimmen. Was sind utrggm? Das ist, wenn
man weild was man tut und was so alles dabei passieren kann. Passgefen” ist durch
Probemessungen z.B. durch Anderung der Anschlutechnik zu verifizieren.

23.6 Rechenbeispiele

Zuerst folgen allgemeine Rechenbeispiele mit den Grundformeln und dartersdellung
eines Unsicherheitsbudget fir einen Messfall mit Modellgleichunéapitel 23.9. Diese
dient sowohl der Berechnung des Messwerts als auch der Messunsidhegiver Formel.
Friher wurde dies getrennt durchgefuhrt. Dargestellt werden danimdenen Terme und
das Ergebniss in einer Tabelle.

23.6.1 Grundformeln

Fur den Messwert Mw mit Messunsicherheitsangaben mit absolutem Refilert: gl
Mw=X+AX (23.22)
Die relative Angabe lautet:
R=%% (23.23)
Die relative Angabe in Prozent:
Pr =+Rx 100% (23.24)

Die Genauigkeit G bezieht sich meist auf den Endwert E einescBes zum Beispiel bei
einem analogen Zeigerinstrument.
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G =" %100% (23.25)

Die Addition der Fehlerterme ist entweder linear wie beichl@ng 23.13 oder quadratisch
unter der Wurzel wie bei Gleichung 23.11. Die lineare Addition wird nudéeAbschatzung
der maximalen Unsicherheit oder bei maximaler Korrelation (kiel)Messterme durchge-
fuhrt. In den Beispiele werden noch die folgenden Gleichungen mit partigbleitungen
verwendet.

AY(X,) = +\/( # 8X1) + (2% AXy) + .t (2 % M%) (23.26)

X X ) 2
A, () = A =4 (2L 0 B0) 4 (2L 2Y (2w 20)? (23.27)

Gleichung 23.26 gilt fir den absoluten und 23.27 fiur der relativen Fehler. lInddsa
maximalen Fehlers gilt:

AYmax(Xn) = #] | 2L % AXy| +| 25 % AXo| + ...+ |25 % AXq| | (23.28)

AY; mex(Xn) = 22 (23.20)

23.6.2 Fallbeispiele

Kondensator 250pF+10%

R= 12 =+0,1 => AX=Rx X =1 0,1*250pF=25pF

Mw = 250pF +25pF={275pF und 225pF)

Spannung : 42,9V :AU= +0,3V

U=42,9V 0,3V = {432V und 42,6V} =>4% = 355, =+0,007 =P 0,7%

Widerstand R=U/I mit U=110V +2V (1,8%) und I=15A +0,3A (2%)
Es werden 23.26 und 23.27 angewendet und Ableitungen mit Quotientenregel gebildet.

oR _ 1xI-Ux0 _ 1 oR _ OxI-Uxl _ -U . U _ 1iov _
- 2 T und oS 2 T2 mItR———ﬁ—7 330

1

relativ : [5U]r—|*R U und[ ]F_IZ*R 1

AR = +/(AU)2+( A _+/(15)2+(“2’;232=i0,198§2

AR = O+ ()7 =2 ()" + ()" = + 0,027

Vergleich mit 23.23 ergibt:
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AR, =48 = 2% = 40,027=2,7%

Stromsumme =1;+1,=5,5A mitl;=4A Al;= +0,025A : 1,=1,5A Al,= +0,01A

Mit 2= =1 Al =+(1+0,0250)° +(1%0,01A)* =+0,027A
0027A = +0.49%

Al, ==

SpannungsdifferenzU=U;-U,=20V mit U;=130V und U,=110V
AU;= £0,3V (0,23%) undA &t +0,24V (0,22%) (56U =+1

_0 384/

AU =+,/(0,3V)2 + (-0, 24V)? =+ 0,384/ =>AU, = = +1,92%

Leistung: P U*l = 385W  mitU=55V_ und I=7A
AU= £0,3V (0,54%) undA I=+0,02A (0,28%)

Anwendung der Gleichungen 23.28 und 23.29 als lineare Addition ergibt den maximale
Fehler.

APrax = +(| % % AU| +| € % Al]) = (1 x AUl + U % All) =
+(7A % 0,3V| +[55V x 0,02A]) = +(2,1+1, YW =13, 2W

+3,2W

) =+ 0, 83%= 3555

relativ mit P=U*l gilt: APy max = +(| 'GﬂJ | + |—lffﬁl

Mit den Gleichungen 23.26 und 23.27 direkt gilt:

AP =+ /(7A%0,3V)% + (55V % 0,020)> W=+ 2, 3AW

+2,3W

P =+ (%) + (%2)" = +0,00615= 25 =20, 615%

Widerstand in Reihe in Abh&ngigkeit von | und U:
U=220V £2V ; R=100) +1Q) ; R=500Q +1Q) ; R=2500 +X)

— U _ 220V _
I T RitRy+R3 T 4002 T O’ SEA
mit der Quotientenregel fur die Ableitung

= $(32] |2 ¢ AR + 22 ¢ ARy +] 2 + AR4])

= (% + 20 % (10+1Q +20) ) = + 0, 0108

16000qQ22)

Alrmax= ([R5 | + 725 * (AR +1AR,| +1ARs]))
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+(m+m) +1,9%

—+\/(2 )2"'(4009) =+1,35%
Al = Al x| =10,0135%« 0,55A =+ 0,0074A

Widersténde in Parallelschaltung:
R;=3500 +X) (0,57%) ; R10Q2 1 (1%)

R]_*Rz

R= phgt = 77,8Q

Rox1x(R1+Rp)-Ry*Rp*(1+0) _ R
(R1+Ry)? T (Ri#Rp)?

: - R _
mit Quotientenregel SR, —

Gleichung 23.28 und 23.29 angewendet'

1007%2 | 350Px%1 ) _
ARmaX (‘ (R1+R2)2 x*x AR]_‘ ‘ (Rl R2)2 * ARZ‘) <| 4502 4502 - io, 7Q
Nun relativ mit Teilung durch R:
R3*(R1+R,) R j _ | 77,8¢2 77, &1|
AR max = ( (Ry+R,)2xRy ¥R, * ARy | + R3 * AR _< 3502 1002 )
40,70
0
=+0,009= 57, =+ 0,9%
. . RoxRox(R1+R2) %Ry _ R1*Ro*(R1+R2)*R2 _ RxRy - R
Umformung mit R erweitert Ry P xRixRp R, — (ReRo)(RirRo)Roe e — RoRy — R
R1*R1x(R1+R2)*R2 R1*R2%(R1+R2)*R1 RxR1 R

Teil 2 mit R erweitern: (Rt 2 xRusRoxRs — (RiR)x(RiRRRE — RRE — R2

Mit Gleichung 23.27 folgiR; =+ 0, 79%
Widerstadnde in Reihe ; mit der FunktiolR(R;,R:)=R;+Ry:
Es werden die Gleichungen 23.26 bis 23.29 verwendet.

ARmax = +{ |22 % ARy | + |22 % ARy| ] = [11 % ARy +]1 % AR, ]
AR== [ARE + AR

ARrmoc= 4[| 8 +282]] und AR, = (4R + ()"

Substitution (Vergleich von Normal und Prifling):

Y=X; % §—§ zum Beispiel Rp = Ry * Q—Z mit A=Anzeige

mit totalem Differenzial 5;:23 => drei Ergebnisse

Mit Gleichungen 23.28 und 23.29.

Xl*Xz

AYomax = +| |22 % AXe| +| 22 % A +‘ AXgH



Fehlerrechnung 23-11

X2X3 X1X3

Xy XX
AY'rmax = +U S * AXa| +| o % AXe| +‘

X3X1 X2

AX2

*AX1H [ 2] + | 22| +|-2]

Mit Anwendung der Produkt und Quotientenregel far X

oY _ (06Xo+X1%0)xX3—XgxXox1l _ —=XgxXp
oXs X3 X3

Wie aus den Beispielen zu erkennen, gibt es gewisse einfache Gnueldfodie allgemein
gelten. Bei der Addition und Subtraktion von Werten werden absolute FediertaBei der
Multiplikation und Division gilt das fur relative Fehler. Es giltsda Fehler immer positiv
sind.

Mit Y=X;+X; folgt AY=+(AX1+AX3) (23.30)

Mit Y=X;xXooder Y=3 folgt AY,==(52| +|5%2)) (23.31)

In den meisten Fallen der elektrischen Messtechnik sind die Messmieht von einander
abhangig und daher unkorreliert. Wenn jedoch ein Normal mit seiner Uried¢h@ehrmals
in einer Messung fur einen Prifling eingesetzt wird, korrelieremuhrfachen Unsicherhei-
ten des Normals miteinander. Dann taucht die Unsicherheit des Nobealzweifacher
Anwendung doppelt auf. Um Aufwendige Berechungen zu vermeiden, die hiebesdtirie-
ben werden, kann man den ungunstigen Fall der maximale Korretatr@hmen. Dann gilt
Gleichung 23.13, 23.28 und 23.29. Wennumd y mit k=1 korrelieren, dann kann aus
Gleichung 23.12 in gemischter Weise Gleichung 23.32 werden.

U=2x \/ +3 Z a’+ Z Ui(%i)7 + (Ux(%) + Uy(%y))?  (23.32)
Beispiel: U=,/32+22+52 =6,16 undU=,32+(2+5)* =7,62
23.7 Kalibrierintervall

Im Zusammenhang mit der Abschatzung von Messunsichherheiten ist augbtmdientung
der Kalibrierintervalle nétig. Das Kalibrierintervall ist dieitdifferenz zwischen der
Kalibrierung zum Zeitpunkt,tund der folgenden Kalibrierung zum Zeitpunkt.tZwischen
diesen beiden Zeitpunkten befindet sich das Gerat im kalibriertestdttigen Zustand. Da
jedes Normal eine Alterung beziehungsweise zeitliche Driftziesnuss man sich bei dem
Gebrauch der Messgeraten Gedanken zur Unsicherheit beim Zeitpuhkesimg machen.
Normalerweise wird ein Kalibrierintervall fir das Messgéestgelegt und dann die Alterung
mit in die Gesamtunsichheitsbilanz eingerechnet. Zusatzlich kdonnerekiiowerte bei
konstant bekannter Drift die Messwerte verbessern und so die Messuheit fur den
Zeitfaktor verkleinern. Die Festlegung des Intervalls erfolgnén vom Anwender, es sei
denn es gibt gesetzliche Vorgaben (TUV-PKW). Allgemein missefoltjenden Uberlegun-
gen in die Kalibrierintervallermittlung flieRen. : Art des MeBeis (aktiv — passiv) , Eigen-
schaften des Normals (zB. Stabilitat) , Empfehlung des HenstellTrenddaten (Historie) aus
friheren Kalibrieraufzeichnungen , Typisches Alterungs- und Driftvienmalieser Bauart |,
Messunsicherheiten die erreicht werden sollen (Luft/Reserve) fangmund Ausmald des
Einsatzes (Haufigkeit) , Wichtigkeit der Einsatzes zB. Vor-r déledprifung , Folgekosten
bei Messungen mit fehlerhaftem Gerat , Allgemeiner Verdghlend Driftneigung |,
Umgebungsbedingungen (Geratestress) , Kalibrierkosten , Wirtsdhledit. Wie man sieht
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sind nicht nur technische sondern auch wirtschaftliche Betrachtungeachem Je haufiger
kalibriert wird, mit moglichst kleinem Messunsicherheitsantiil die Alterung, desto teure
ist die Bereithaltung des Messgerates. Man kann Kalibrierinkervaunterschiedlicher Art
festlegen. So werden fixe Intervalle einmalig festgelegt umh daich Gber sehr lange Zeit,
wenn sich die Rahmenbedingungen nicht andern, stabil gelassen. Riasuskomplizierte-
sten. Variable Intervalle sind gelegentliche Kalibrierungen nashdnwunsch und nur in
seltenen Fallen sinnvoll, da sie einer regelméalRigen Kalibrierudersprechen. Dynamisch
angepaldte Intervalle richten sich hauptsachlich nach dem VerhalteRrigiiags in der
Vergangenheit. Auf Grund der Historie wird dann das Intervall jedesewabestimmt. Dazu
ist jedes mal eine Auswertung der Vergangenheit und eine Berectiaumnglevanten Inter-
vallgréRen notig. Die Dynamisierung von Intervallen ist bei einemé&leiLosgréf3e von
Geraten schwierig, da kein typisches Verhalten fir einen bestmmitifling festgestellt
werden kann. Auch die ,Badewannenkurve® lGber die Geratelebensdauer und dizdfins
beeinflussen die Intervallverkiirzung oder Verlangerung. Die Toleramzgrevelche die
maximale Abweichung im Intervallzeitraum angibt, dient jeweils Neujustierung des
Zeitintervalls. Auf jeden Fall sollte man ein minimales, eirximales und ein Start-Intervall
im voraus festlegen. Fur das Alterungsverhalten zu betrachten, kanmyrotarzwischen
passiven und aktiven Normalen unterscheiden. Als passive Normale gelten:
Widerstande (DC und AC) drahtgewickelt oder planar (Alterung bei BP€quenzgang bei
AC, Shunt mit DVM) ; Induktivitaten z.B. Genrad 1482 — Luftspule (Alter{tigHz) und
Frequenzganganderung besonders bei grol3en Frequenzen) ; Kapazitaten Lufikoreshens
Glimmer/Folien-Kondensatoren (Alterung (1kHz/120Hz) gering bei Luti3dgoei Folien je
groRer der Kondensator desto starker die Alterungseffekte ; DeeuAd zeigt sich meist in
einer Drift, die im Idealfall linear Uber der Zeit ist. Dies jedoch bei gro3en Kondensatoren
besonders zu Anfangszeit nicht unbedingt gegeben.

Thermalkonverter mit Vorwiderstdanden (Kombination) bis 1kV (Hier kanrormers bei
Uberlast eine Schadigung mdoglich sein. (Vorwiderstande selten&alzials Konverter);
Thermistoren (HF) Die Thermische ,Pille* ist sehr staliela tiberlastgefahrdet; Zudem
konnen die koaxialen Stecker Probleme bereiten. Reflexionsnormale urpfubgsnormale
(Hier gibt es aulRer Steckerverschlei3 (Koax) bei geringemibeher Last kaum relevante
Alterung)

Im Normalfall reicht bei jahrlicher Eigenkalibrierung bei schonendem EirsatZalibrierin-
tervall von 1 Jahr bis zu 5 Jahre aus.

Als aktive Normale mit elektronischer Messdatenaufnahme gelten:

Multimeter, Kalibratoren, Netzteile, DC Standards ; HF-Sens@enegratoren, Frequenzzah-
ler; Spektrumanalysatoren ; LCR-Meter, Netzwerkanalysatoren, Okpitles
Frequenznormale wie Casium, Rubidium, Quarz ; Casium keine Alterunganderen
Normalen Alterungskorrektur mit DCF bzw. GPS-Regelung in Echtzeit mdglich.

Auf Grund der vielen Einflisse bei elektronischen Geraten, kann ntahaiptsachlich nur
nach den Herstellerempfehlungen richten. Durch Erfahrung mit dene@€Historie) ist eine
Neubestimmung der Intervalle méglich. Kalibrierintervall nach tédesempfehlung fur die
dann gultigen Messunsicherheiten (90/180/360 Tage). Teils bis max. 3 Jahre

Es gibt auch aktive Normale mit Eigenkalibriermdéglichkeit umAlierung auf nur ein paar
sehr stabile interne Normale im Gerét zu beschranken. HierzuzzéhlBeispiel das Multi-
meter Agilent 3458 und Multifunktionskalibrator Fluke 5700/5720. Die Spezifikatione
beider Gerate gelten nur bei regelmaiiger Durchfihrung der dpezallibrier/justier-Rou-
tinen. So mul3 das 3458 theoretisch alle 24 Std. mit Autocal intern kdliseilen, um seine
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Spezifikationen einzuhalten. Wenn jedoch das Gerat nie ausgeschatteistves auch so
allgemein stabil. Beim Fluke 5700 ist die CAL-Zero-Routine oftezusavenden. Diese
Kurzintervalle sind immer speziell zu beachten. Allgemein sindipadNormale seltener als
aktive zu kalibrieren.

Starke Temperaturwechsel konnen bei Normalen zu unvorhergesehen Andeiilngeniin
Gegensatz dazu sind Gerate im Laborbetrieb (konst. Umgebungsbedingungen
Dauerbetrieb/Standby) sehr stabil.

23.8 Besondere Falle

Hier werden einige Aspekte und Probleme behandelt, bei denen die édiemg eine
wichtige Rolle spielt.

23.8.1 Konformitatsausagen

Es gibt viele Kunden, die sich nicht flr die Messergebnisse ihidlirge interessieren,
sondern nur wissen wollen, ob ihr Gerat in Ordnung ist. Eine Aussage Kamlichaur fur
die gemessenen Messpunkte, die auch im Kalibrierschhein angegeben weissen, getrof-
fen werden. Das ist nicht immer so einfach, da ja nicht nur diesévigsbnisse betrachtet
werden mussen, sondern auch die Messunsicherheiten der Messung mit zikkafmes-
grenzen des Pruflings. Die Unscharfe der Entscheidungen im Greohlkisteim so hoher je
groRer die Messunsicherheit des Labor ist. Die Norm ILAC-G8:199éh&ftigt sich ausfuhr-
lich mit diesem Problem. In der Abbildung sind die wichtigen Félle dargestellt.

Die Konformitat (Compliance) ist in den Fallen zwei und drei gegeda der Messwert und
die Laborunsicherheit innerhalb der Spezifikationsgrenzen des Priiéggsa. Auch der Fall
funf ist eindeutig, da der Messwert einschlie3lich der Messunbiihddar aul3erhalb der
Spezifikation liegen. Den ersten Fall kann man noch als gultig anseédeler Wert zwar auf
der Grenze liegt, aber die eigene Messunsicherheit die Grahidbeydeckt. Juristisch wirde
man im Sinne des Angeklagten fur den Prifling handeln. Schwiedgristierte Fall, da man
den Prifling zwar als aul3erhalb der Grenzen spezifizieren mul3, obmweiglleicht doch

1 4
Grenzfall I !
-
richtiger Wert
2

I innerhalb
3

5

Grenze-Spezifikation I auRerhalb

oben / unten

Messwert mit Unsicherheit
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innerhalb seiner Spezifikationen lage. Das Problem ist hier gemeiLabormessunsicherheit.
In einem solchen Fall sollte man sich noch einmal das Messverfahdedie eigene Messun-
sicherheit genauer ansehen. Wenn dieser Effekt bei dem selben Meddpamuftritt liegt
der Fehler vielleicht am Labor. Vielleicht gibt es ein anddfiessverfahren mit anderen
Normalen, mit dem man eine Gegenpriufung machen kann. Auch die Bestinmdeung
Grenzen des Priflings kann fehlerhaft sein, da bestimmte Parameté beriicksichtigt
wurden, die versteckt in den Spezifikationen lauern.

23.8.2 Ringvergleiche

Wenn Vergleiche zwischen Laboratorien durchgefiihrt werden um die Qudalit&lessungen
in einer Art Test zu kontrollieren, werden als Ergebnisse desWis und dessen Messunsi-
cherheit angegeben. Diese Vergleiche finden international meisthen den staatlichen
Laboratorien wie zum Beispiel der PTB aus Deutschland und denen ausnabdadern
statt. Bei nationalen Vergleichen, die in Deutschland nach den DAR&Z ®RIn auch vorge-
schrieben sind, werden die DAKKS Labore untereinander und meist miPTBr als
Referenzlabor verglichen. Um eine gute Aussagekraft Uber died8iitdessungen zu erhal-
ten werden nur hochwertige und stabile Normale auf die Reise gaschidem sollte das
Referenzlabor mit geringsten erweiterten Messunsicherheitehdgkd Anfang und am Ende
des Vergleichs den Messwert bestimmen. Wenn der nach EAL-P7 ibbscler E Wert
(normalized error) unter eins liegt, war die Messung bei diesem Messwentf@)reich.
En=—aXd_ o5 goll sein :|Eq| <1 (23.33)

7 212
UfaptU et

Je kleiner der EWert zwischen Null und Eins ist, desto erfolgreicher war die Messung.
23.9 Messunsicherheitsbudget

Die Messunsicherheitsbudgets werden auch in anderen Kapitel des Buches fir tereinze
Messgrof3en behandelt. Hier nun eine paar Beispiele mit Anmerkungen. Es handelt sich hier
um Rechenbeispiele und keine Muster flur gleichartige Falle.

23.9.1 Kalibrierung von Gleichspannungsquellen

Bei dieser Messung wird der Spannungswert eines Priflings (Zi#tar) mit dem
Melnormal (A) bestimmt. Hierbei wirkt sich die eigene MessunsicherheitMkgfsnormals
in erheblichem Mafl3e auf die GesamtmefR3unsicherheit aus.

Zur Berechnung des Mel3ergebnisses und Bestimmung der Mel3unsichertheieviviodell-
gleichung(Modellfunktion) bendtigt. In ihr werden nicht nur alle Me3unsicherhentséU
aufgefuhrt, sondern gleichzeitig erfolgt hier die Berechnung des BrefsvY aus Anzeige A
(Messwerten) und Korrekturwerten (z.B. des Normals N). Das Algisteler Modellglei-
chung ist der schwierigste Teil, da das ganze Messverfahreallemt Einflissen auf das
Gesamtergebnis betrachtet und beschrieben werden muf3. Die einzetmen €fscheinen
dann in einer Gesamttabelle mit ihnren Zahlenwerten. Die Ausgangs-/ErgebResy ist eine
Funktion der Eingangs-/EinflugréfZen X

Y=2A® XU N®XAN (23.34) Modellgleichung
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Es gelten die folgenden Abkilrzungen:

Up: MeRRergebnis des Priflings; Ergebnis der Messung mit Berechnung

A Anzeigewert bei der Messung mit Normal/Prufling

oMess: Unsicherheitsanteil des Messgerates (9930/Dvm-180Tage)

oCalN: Messunsicherheit des Spannungsnormals inkl. Drift

ACalN. Abweichung des Spannungsnormals

OAuUf: Auflésung des Messgerates (Dvm)

oVerf. Einflisse durch das Verfahren z.B.Anschluf3technik

Ucamv: Spannungswert des Normals mit Ruckfihrungsunsicherheit (10V) (in Teil b)
C: Sensitivitatskoeffizient (Ableitung der Modellgleichung nach allen

Veréanderlichen)
Deltas in der Modellgleichung:

A Abweichungen mit Korrekturméglichkeit
0 Messunsicherheitsanteile
Priifling Normal
Kalibrator (Quelle) DVM
10V DC Anzeige
e s

Die Gleichung flur den Sensitivitatskoeffizient, der den Ableitungtne®3.26 ff aus Kapitel
23.6.1 entspricht, ist auf die Modellgleichung anzuwenden:

2 L -
Ci= (;((T) (23.35) Sensitivitatskoeffizient

Fur die Modellgleichungjilt hier:

Up=Apn+OMess +0CalN + ACalN + oAuf +oVerf

Fur die Bestimmung der Sensitivitatskoeffizienten (c) mul3 die Gleichung nenhvalinder-

lichen Variablen abgeleitet werden.
aUP —_ 1 —
0AN = C1

oUp  _ 4 _
coMess — 1= C2

oUp  _ 4 _
@can = 1 =C3

oUp  _ 4 _
aacaN — 1 =Ca

oUp  _ 4 _
@A — 1 =Cs
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oUp  _ 4 _
ooVerf — 1= Ce

Aus sechs Messungen von 10 V wurden die folgenden Werte ermittelt:

Nr. An
1 10,000 022 V
2 10,000 027 V
3 10,000 022 V
4 10,000 025 V
5 10,000 028 V
6 10,000 026 V
Mittelwert: 10,000 025 V

Fur die empirische Standardabweichis(x) des Mittelwerts, die awsssuligen fur einen
arithmetischen Mittelwertx =10,000 025 V ermittelt wurde und die StdnuEssunsicher-

heit u(x) = 2’53%10_7 (relativ), gelten die allgemeinen Gleichungen. Mit Gl. 23.23 folgt.

u(x)labsolut] = u(x)lrelativl x x (23.36)
FUr den Unsicherheitsbeitrag in der Tabelle gilt:
ui(y) =u(x;) » c; (23.37)

Grolke Schéatzwert Standardmess- Ver- | Sensitivi- Unsicher-

(Xi) (xi) unsicherheit teilung tats- heitsbeitrag
u(xi) koeffizient ui(y)
G

An 10,000 025 V| 2,53*107/V6*10 V | Normal c=1 1,03*10° vV
olMess 0 7,3*109V3*10 V | Recht. c=1 4,21*10°V
SCalN 0 4,1¥10%2*10 V | Normal| c:=1 2,05%10° V
ACalN 0 1*107/\3*10 V Recht. c=1 57710 V
SAUf 0 5*10%V3*10 V | Recht.| c=1 2,89*107 V
SVerf 0 0,5 HVA3 Recht.| c=1 2,89%107 V
Up 10,000 025 V - - - 4,217*10° V

U=kx /X U?(y) (siehe23.11)

Die einzelnen Messunsicherheitsterme)w@r Tabellen sind abgeschatzt, berechnet oder aus
Spezifikationen ermittelt.

Erweiterte Mel3unsicherheit mit k=2:

U =2*4,217*10° V=8,43*10° V=84V

Vollstandiges Mel3ergebnis»& 10,000 025V £ 0,000 084V
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Das bedeutet, dass der Kalibrator bei einer Einstellung von 10V agadgi®ine Spannung
von 10,000 025V abgibt

23.9.2 Kalibrierung von Gleichspannungsmessern

Zur Kalibrierung der MelReinrichtung, zum Beispiel DVM, wird miheasn Bezugsnormal

(Kalibrator) eine Messung durchgefuhrt. Aus sechs Anzeigen idflitdiefwert 10,000 025 V

mit einer relativen Standardabweichung von 2,53*i einer Beispielsmessung ermittelt
worden. Weiterhin wird die

Normal ¥IF Abweichung vom richtigen
Kalibrator (Quelle) P;\ymﬂmg Wert (10V) des Kalibrators
beriicksichtigt. Seine
. Ausgangsspannung ist um
10V DC Anzeige 0,000 001V zu niedrig. So
laRt sich mit der Modellglei-
+ @ o+ chung die Unsicherheitsta-

- ¢ LA belle erstellen.

Fur die Modellfunktion gilt:

Upitt = Ap—Ucan — ACalN +oMess +oCalN + oAuf +oVerf

Die Funktionsgleichung auf das Beispiel angewendet, ergibt das folgende
Messunsicherheitsbudget.
GrolRRe Schatzwert Standardmess- Ver- Sensitivi- Unsicher-
(X)) (xi) unsicherheit teilung tats- heitsbeitrag
u(x) koeffizient ui(y)
G
Ap 10,000 025 V| 2,53*107/46*10V | Normal c=1 1,03*10° V
Ucan 10,000 000 V| 2,5*10%2*10V Normal c=-1 -1,25*10°V
SMess 0 5,5%107/\3*10 V Recht. ce=1 3,18*10° V
oCalN 0 1*107/V3*10 V Recht. c=1 5,77*10" V
ACa/N | -0,000001V | 1*107/N3*10V Recht. Cs=-1 -5,77*107 V
SAUF 0 5%10%3* 10 V Recht. ce=1 2,89*107 V
oVerf 0 1*10%3*10 V Recht. c=1 5,77*10°V
Upitt 0,000 026 V - - - 1,42*10°V

Erweiterte MelRunsicherheit mit k=2:
U =2%1,42*10° V= 2,84*10° V

Vollstandiges Mel3ergebnis: (Hier Angabe der Differenz )

Upir = 0,000 026V * 0,000 028V
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Das Ergebnis sagt aus, dass der Gleichspannungsmesser um 0,000 O2éh&hbéiellwert
von 10 V zu hoch mif3t

23.9.3 Kalibrierung eines Widerstands mit Spannungs- und Strommessung

Es gilt : R=4Y
Zusammenbader Modellgleichung an Hand der Abbildung:

Rx = (f—xx +oVerf +0Drift +6Cal + ACal + oKnoten
mit:
Ux = Ay +oWert +0Ber + 0Auf = Ay +dMess
Ix = A +o0Wert +oBer + Auf = A, +oMess

I X Imess
< <
I

Es gelten die folgenden Abkilrzungen:

Aun Anzeigewert der Messung von Spannung und Strom

oWert Unsicherheit des Werts der Anzeige beim Messgerat

oBer Unsicherheit des Bereichs beim Messgeréat

O0Auf Auflésung des Messgerats

oMess Unsicherheitsanteil des Messgerats fur 360Tage als "Summe" der drei
Einzelterme (Wert/Ber/Auf)

oVerf Einflisse durch das Verfahren z.B. Anschlul3technik

oDrift Unsicherheit durch zeitliche Inkonstanz (Stabilitdt der DC-Quelle)

oCal Unsicherheit durch Kalibrierung der benétigten Normale U/1)
Ruckfuhrung der Messgréf3e Spannung/Strom

ACal Korrektur der Anzeigen auf Grund der Ruckfuhrung

oKnoten Stromfehler, da.L#X ; abhangig vom Verhaltnisgzu Ry
Die Cal Terme sind normalerweise schon in der Bestimmung des
Unsicherheitanteils Messgeréats enthalten !!
Jetzt sind die Ableitungen fiir den Sensitivitatskoeffizienten nétig:
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ORx ORx

oAy — oWert — -+ — Iy — C1=43,47IA
ORx _ _ORx _ _ —Ux _ _ 5
0A; T soWert T T /)2( =C2~= '8,2/0,023*V/A
ORx _ ORx _ .
sVerf = oDrift — vt T 1=c3

In den meisten Féllen bei denen keine Funktionen das Ergebnis bestimmt gilt firc = 1!
Es werden folgende fiktiven Werte angenommen.

Aus n=6 Messungen wurden die Mittelwerte und Standardabweichungen flir die Anzeigen
berechnet. 4=8,20V , $(Au)=1,2*10* (relativ) und A=0,023A , §A|)=2,4*10* (relativ)

Die Unsicherheiten flir Wert/Ber/Auf-Bereich sind absolut in der Tabelle fimdJl angege-
ben. Die Unsicherheit fir das Verfahren wird mit a=5*0hm angenommen.

Fir die Drift der Quelle zwischen dem Ablesen von U und | soll a=34&lten.

Die KalibrierunsicherhedCal/ aus der Rickfiihrung von Spannung/Strom isf frdlativ)
mit k=2 und fur die Korrektur/AbweichurACal/  gilt -0,004 Ohm.

Ein Ri = IMOhm vom DVM und einemyR= 356 Ohm bewirkt einen Stromfehler von etwa
3,5%10* Dies soll der Knotenfehler sein.

Tabelle
GrolRe Schatzwert Standardmess- | Verteilung | Sensitivitats-| Unsicherheits
(Xi) (%) unsicherheit u(x) koeffizient ¢ -
beitrag ui(y)
Ay 8,20V 1,2*10“\6%8,2 V Normal |c;=1/0,023*A| 1,74*10>Q
sWerty 0 3*10%\3*8,2V | Rechteck | c;=1/0,023*A| 6,17*10°Q
oBery 0 2*105\3*8,2V | Rechteck |c;=1/0,023*A| 4,12*10°Q
SAuFy 0 1*10%~3*10 V Rechteck | ¢;=1/0,023*A| 2,51*10°Q
An 0,023 A 2,4*10*\6%0,023 A| Normal C=-xi *VIA? | -3,49%10% Q
SWert, 0 3*10°%+3*0,023 A | Rechteck | c,=-x; *V/A2 | -6,18*10° Q)
oBer, 0 2*10%3%0,023 A | Rechteck | c=-x *VIA? | -4,12*10°Q
SAUF, 0 1*105+3*0,1 A | Rechteck | c;=-x *V/A? | -8,95*10°Q
sVerf 0 5%10%+/3*356Q2 | Rechteck c=1 1,02*102Q
SDrift 0 3*10%/3*356Q2 | Rechteck c=1 6,17*10°Q
5Cal 0 5*10°%/2*356 Q Normal c=1 8,90*10°Q
ACal -0,004Q 3*10%/3*356Q2 | Rechteck c=1 6,17*10°Q
SKnoten 0 3,5%10%V3%0,023 A| Rechteck | c=-x *VIA? | -7,20%102 Q
R« 356,5177Q2 - Normal - 1,22*10' Q

Erweiterte Messunsicherheit mit k=2: U = 2*1,22%X0 = 0,24490

Vollstandiges Messergebnis: x R (356,5177 = 0,2449)p
Die Unsicherheitsbetrage(y) in der Tabelle sind unterschiedlich grof3 und so versucht man
die groRten Betrage wenn mdoglich durch Malinahmen im Messverfahren zu verringern.
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23.9.4 HF-Leistungsmessung

Zuletzt noch ein Beispiel aus der Hochfrequenztechnik. Es wird einer&er bei 4 GHz mit
einem Thermistor Mount bei 0 dBm gemessen. Dazu wird der Refléxikbois der fur die
Unsicherheitsberechnung erforderlich ist, mit einem Netzwerkanalysatonims

Es gelten die folgenden Abkilrzungen:

Kn: Kalibrierungsfaktor des Normals; diese Variable beinhaltet auch die eigene
Messunsicherheit aus der Normalkalibrierung.

OU33: Abgeschatzte zeitliche Inkonstanz (Drift) Normals

OU 4 Interpolationsunsicherheit

Pq: Leistungswert des Generators

Pa: Leistungswert des Normals bei der Messung

OU a1 Powermeter-Unsicherheit bei der Messung

OUa2: Voltmeter-Unsicherheit der Messung je

OU 5" Zusatzliche Unsicherheit

AN: Unsicherheit auf Grund der Reflexion am Messtor

Pg = % = (PA +O0Ugy +5ua2) * m + AN * ImMW+0ug * ImMW in mW

Fur die Bestimmung der Sensitivitatskoeffizienten (c) muss tBeling nach allen veran-
derlichen Variablen abgeleitet werden.

5PG _ §PG _ §PG _ 1 _
oPa - 00Ug1 - 00Ug2 - (KN-I-(5u33+(5ua4) + O+ O - Cl

oPg oPg oPg —(PA+(5Ua1+(5Ua2)
= = = +0)+()=
KN 00Ua3 00Ua4 (Kn+0Ug3+0Ugs)? 0+0=c2
oPg _ _
P —0+1+0=c3
9Pc

e =0+0+1=c4

Die Leistungsanzeige des Normals ist miE®9675mW und der Kalibrierungsfaktor 0,9794
(97,94%) mit einer Unsicherheit von 0,003 bei 4 GHz ermittelt worden. ElRelilexions-
faktoren wurden linear 0,044 (Generator) und 0,052 (Thermistor Mount) bestiamiul3te
nicht interpoliert werden ().

Fur die Messung des Pruflings gilt fur die Unsicherheit des Nofoaver Meter mit
VRF-Methode (0,2%) und DVM (8*19).



Fehlerrechnung 23-21
GrolRe Schatzwert Standardmess- Ver- Sensitivi- | Unsicher-
(Xi) (%) unsicherheit teilung tats- heitsbeitrag
u(x) koeffizient ui(y)
G

Kn 0,9794 3*107%/2*0,98 Normal | ¢;=-0,99mW|-0,00146mW
OU a3 0 5*10/\3*0,98 Recht. | ¢,=-0,99mW |-2,8*10*“mW
OU 24 0 0 Recht. | ¢,=-0,99mW 0 mw

Pa 0,9675 mW | 6*10%~6*0,97mW | Normal ¢=1,02 |2,38*10°mwW
OU a1 0 2*10%3*0,97mW | Recht. | ¢=1,02 |7,92*10°mW
OU 52 0 8+*10°%~/3*0,97mW Recht. ¢=1,02 |4,48*10°mW
AN 0 2*0,044*0,05242*1mW | U-Form.| ¢=1,0 | 0,0032 mW
OU 55 0 0,00054/3*1mW Recht. c=1,0 3,0*10'mwW
Ps 0,9878 mW - - - 0,00364 mW

Erweiterte Messunsicherheit mitk = 2: U = 2*0,00364mW = 0,0073mW
Vollstandiges Messergebniss B (0,9878 £ 0,007) mW

Bezogen auf 1ImW ist die Messunsicherheit 0,7%.
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